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L'Orculat intal ‘Lusor di Lune’
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Strue O possie in messegne wne serie di straovdenariis ‘ool
mafemaiichis r'rxll.'.'r.l.\'.\.'|'r.'l.-;.-\. tanf che ~Lusor di Luane’. Si fiate di identitiis

_Ir.'r.'n;.:_,'.rr'.r.'.-'.-\. AT .'_Ir.'!'.l.'[r.'_l'?r.'.'.'?.'.ﬁ. Fmplicanons in aney 1 seiors ol asfnds de

mafemaiiche ¢ eunfune ,'.l_lr.glll:'.l.'.'r.'lr nfe _|'!'.l_|'f'|lr.'.\'_.:r.l|’.' in ;I::".N'."r'nl-.'r teariehe,

Peranlis claf: Grops finits sporadies, grop orenlat, formis e curvis

modulirs, heuptmodui, seriis di MeKay- Thompson.

No, chest viag la stamparie no 4 fat nissun erdr. No to ostas leint une
conte di seatir su lis gjatis marangulis che, par fal. e jo stade rilegade adon

el articul sientifics tal GFS. T stas leint un artienl di rassegne suntine serie

fdi brilants disvilups in matematiche (enn impuartantis implicazions pe fisiche

teoriche); risultats che pe e impuartance a dn frotiat 2 Richard Boreherds
la Medale Fields: eenivalent dal Nobel pe matematiche, 5@ trate di risalears
straordenariis, identitats ‘magjichis’, teoremis inswmiats che o metin in contat
parts diviersis de matematiche {e de fisiche ) tacant di teoriis elassichis — come lis
funzions elitichis — par riva ai aspiets plui ‘esoteries” de matematiche moderne:
la classificazion dai grops finits, la teorie des cnrvis @ des formis modulies, lis
algjebiris i Lie nfinidis, e vie indenant.

L'Ovenlat infal Lusar di Lune al & un titnl teenic, lafé poetic. Une clerte

struture matematiche natural, che o presentin sot vie, par inglés e ven clamade fhe
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L'Ovenlat infal Lusor di Lune al & o tita] teenie, lafé poetic. Une clerte
struture matematiche natural, che o presentin sot vie, par inglés e ven clamade the

Il nom Luscr di Lune al sta a significh doi diviers aspiets de sitnagion. [
une bande al motive il sens i maggiche wsme che o emane de idee che obiets une
vore distants intal mont de matematiche o sedin, in realtat, ecuivalents: e je come
la sensazion i un rai di lus che al lassi barluma ale di striar tal senrdr di vn
paisag matematic fat di teoriis masse intricadis par jessi comprendndis. D che
altre bande, par ingles Moonshine al vil ancje di sgnape distilade di scoindon’

intal setir de gnot — par frea la finanee e uo paia il dagd (2] 1 prins matematics

clie a an saborat ator cliesc) striaments a verin Mmpression che il lar lavir al ves
plui parintat cul cuintribant che cu la matematiche “oneste’. Ancje par chel il non

Lusar di Lune al cjapa pit.

1. L Chwveulal

Une des strutnris algjebrichis plui impoartantis e nniversals e je che di grop

_ Un grop & si dis findt se il so ordin (= il nuwar dai sied dements), (& al &
finit. 51 cognossin une vore di esemplis di grops finits: metipen 1 grop cielie 7,
il grop simetric S, (il grop des permutadons di noobiets), 1 grops cristalografies
ilis sunetriis di un eristal regolar), e vie indenant. Un grop finit & al 4 un munar
finit wm (G di rapresentazions inridueibilis inecuivalentis!, Hi:in fats m( &) al & il
mumar des classis di coningazion i &, Lis dimensions di chestis rapresentazions a
an la proprietat {3
ey
N {dim I o= 0] 1.1
—
f1
Al & nataral domandisi se; ol ol esomplis coguossits, a esistin altris grops
finits. In tiermins astrats, il problem al & chel di classifica duej i pussibil grops
finits a mancul di isomorfisim. Al baste classifica § grops finits semplics. (Un grop
7 al & semplic se nol & un sotgrop normal® ¥ © @G e N o= 1L In efiets il
teoreme ol Jordan-Holder {3 al garantis che duej 1 grops a puedin jessi costrints
come prodots semi-direts di grops semplics.
Il problem oi classifica i grops finits semplics al podarts somea facil; impen
al &1 dad plad grivis problems di dute la matematiche. Al & stat completementr

risolt, ma o dimostragion dal teoreme 4] e je hngje enalehl robe come 15,000
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pagiinis! Dut cas la liste complete dai grops finits seplics e je

a} I grops ciclies Z, cun p prin:

|J] | grops alternants A ounn =50 (il Lrop alternant A al &1l Lrop des [rerLn-
tagions pars di noobiets, aos 4, =S,

el 16 famels infinidis di grops di tip Lie {essenzialmentri grops di matricis sul
ejamps finits ¥y Vesempli plui semplio al & PSL(F, i

d) 26 altris grops ‘isolats’ clamats grops sporadies,

I grops sporadies a son pacdabon fur dal normal. Come ducj @ obiets
‘ecegional’, la lir esistenee (e coerence) e je il risultat di un meracul inrepetibil. 11
meracn] al & cetant ploi magjic cetant plui grant al & Vordin dal grop. 11 plui pigul
grop sporadic, il grop di Mathien Ay, al & ordin 79200 Al fo discuviert mtal an
1861, I plui grant, clamat MOvewfas K1 al fo cjatat di Fisher e Griess tai agns
19731980 [5]. I so ordin al &

MW= B0=01T424 7045 128758864500 04061 71075005 TS 4 365000000 (00

A6

= ol a2 g0 e 12 gt 17 10,2891 AL - 47 50T (12
SV Nl

Te seconde linie o vin ripnartades la decomposizion di (M in fatoes prins par vie
che — danir il teoreme di Svlow [3] — cheste decomposion nus permet di di ale sui
sotgrops di M. In particolir, 20 dai 26 grops finits sporadies a inparin tant che
sotgrops dal Orculat BN La liste dai prins presinte inte decomposizion dal ordin
dlal Oreulat

128,50, 7 1018, 17,19, 23,31, 41, 47,59, 71 (1.3}

e A un'altre interpretagion in matematiche ehe o diseutarin te 53,10 11 numar des
classis di conjugazion mihly = 194 Duneje 'Crenlat al & 194 rapresentazions
inricdneibilis inecuivalentis. Lis dimensions des rapresentagions inciducibilis plui
pigulis a son:
dim fin = 1. dim Ay = 196533, it My = 21206876,
(144
dim Ry = 342600 326,
numars che a enalehidin no disin nuie, ma che par MeKay o forin mme vere inl-

minazion. Parce che ju veve za viodiats i altrd...
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2. Llinvariant modular ji7) e i Hauptmodud
21, Lis ,*l'rfr.':_.-:r.l.'.'.\ modnliars

Il seni-plan superidr complés, H = 12 = O lmz = 0}, indotat de metriche

iperboliche di Poineare
el
das = = (2.1
{Lm =2 T
al & un model de gjeometrie non-Eoelides di Lobacevsld.  (Duej i postulats di
Enelit a son sodisfats, ecet che par un pont fur di nne rete” a passin infinidis vetis
paralelis e rete dade). H en la metriche (2.1 al & un spazi metric complet (doneje

no =i opues slavgjalu). I grop des isometriis i al & SEi2 R Un eloment

i by
g = ( R BT NE R I
ToNe dy (2.2)

abedc R o oad — be = 1,

al agjis su H mediant la transformazion Jf Mohins
2 2= gz . (23

Al B facil viodi che (2.3) e jo e sonetrie pe metriche (2.1). O podin considers

il sotgrop diseret SL{2, 72, aovs il sotgrop di SL(2, 1) des matricis in (2.2) cun

abhoegd = B0 SL(2 2 al & elamat grop modelie. Chest grop al & gjenerat di dos

transformazions! T e S

- ’ ! i "
Y L1 ) g v (a4
U L 0y
Confrontant eun
Tizrsz 41 5z L2 (2.5)
Une funzion moduliv (di pis v’} e je une funzion meromerfe™ f:H — ©

invariant pe azion di SE{2, ), as en la proprietat [G]

= I,'l' |:._rll (] :I III | [rar ih Il'.'_i i I SL2.70. (260

Do 2.5, nne fugion modular e & lis dos proprietats f

1} = _f.l' 7] ! _.'x'i'."r.lr.ll-
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ieitdat) e fl—1/2) = f(z) fimversion). Jessint periodiche, 1me fungdon modnlar e 4

une rapresentazion in serie di Foonrier

i
o = . oria P
fizl = ! i, g™, duliche g = "7, (2.7
—
= —
g e je une buine coordenade complesse ator dal pont @ = (=0, a.es g = 00 Duneje

la funzgion in (2.7 e je mevomerfe (visp. olomorfe) tal pont al infinit icc sea, =10
par n avonde pioul (resp. par no< 0.
Lis fungions modulars a puedin jessi viodudis intune altre maniere. Identifi-
cant 1 ponts i H che a diferissin pe agion Jdi SE{20 8 51 oten un spad H [/ SL(2, )
il spazi des ovbitis di SL{2, 20 in H. Une funzion modulir e je, semplicementri,
nne fungion meromorfe in chest spazl encgient.
Studiin un pie midr la gjeometrie di H/SL{2, 7). Doprant plai voltis T, o
viodin che ogni pont di N al pues jessi identificat cuntun pont nte striche vertical
Heiz) 1

in fats cuntun wnde pont de striche, ecet pai ponts sul ar de
striche, Dratw (2.5), 5 e je Moversion rispiet al cereli nnitari, e duneje ogni pont
in K al & ecuivalent a un pont eun (= 1. Par comsecuence, o podin limitasi a
considera i ponts inte striche vertical che a son a distance almanenl 1 de arigjin. La
¥

regjon risultante H e je clamade wne vegjon fondamental pal gop SL(2, 7).

La regjon 7 e je trategjade te fipure. Ecet pe frontiere i &, ogni arbite di SE(2, 7

e nterseche W fnfun & nome dntun pont 6],

'\'\
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Par otigni il spazi H/SE(2, 2) al veste di identifica 1 ponts corispuindents su

la frontiere Ji K. L'r Reiz) l al & mapat i T intal dr He(z) = + 13 duneje
o vin di identifica {= incola adun) chescj doi drs. Il risultat al & un eilindri che al
va al infintt, cnntun strand lavel” da pit. La transformazion S s dis cemit che
o vin di siera chest lavri’s identificant 0™ eun de™™. Chest al stagne il fonat dal
cilindri; par consecuence o otignin une sorte di “tace’ infinitementrl lnngje cuntune
base inerespade in mut strani. Zontant il pont é-c, o sierin la ‘tace” ancje in alt,

Il risnltat {in tiermins topolo

jies) al & une sfere. No somearts une sfore slisse, i
i mancul e je slisse (in dimension <0 3 une varietit topologjiche e 4 nne uniche
struture diferenzial compatibile).

Duncie H/SLI2. 27 e je une sfere™. Un risultat fondamental de teorie des

superficiis di Riemann al dis che, in sens biolomorphic, dutis lis sferis a son ecnie-

alentis, Par consecuence e senen esisti une findon olomorfe wne-a-un

JHSE(2,4) — O U sfore di Riemann. (2.8)

Ji21 e je la fungion che e realize 11 gambiament di coordenade = — w = J{2) che
al Fis passa la sfere de “strane’ rapresentadon H/SL(2, 2 a la foroe ‘canoniche’
iil plan eomplés plui il pont al infinit). Lis fongons meromorfis su la sfere ‘eanon-
iche’ a son juste lis fungions mzionals, eoes de forme flw) = Pla) /0w, onn
Piary, i {w) polinomis. Par tant lis fnngions meromorfis su H /SE(2, 2 a son juste

chis de forme

FPiIizn
IR

I efiets (2,87 no definis J{z) n maniere uniche. L'agion dal grop SE{2, ), dat

filzh

12.9)

des transformazions i Mobins @ {aw 4+ by flew 4 d) (chest viag cun o boe o
numars eomplés!), al lasse invariade la sfere di Riemann: =i che Jiz) e je definide

a mancnl di mne transformazion di Mohius, Cheste ambiguitat e poes jossi fissade

domandant che unie poli al sei tal pont al nfint g = =% = 0 e che il velatif
resiclui al sedi nommalizat a 1 E reste nome ambiguitat dspiet o ladigion di mne
constant Jiz) Jiz ) Feonst. Cheste ambignitit e pies jessi elimmade domandant
cle il tiermin constant inte rapresentazion di Fouder (2.7) al sedi zero. Duneje

Jiz) e je unichementri determinade de proprietat (2.5 ¢ de condizdon che la serie

e vehi la forme “ecanoniche’

Jiz =g R Y caq {2.10)
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par cierts nuwmars e, In efiets wa 150 agns Jacobi al considerd une forme an

poc diferente di cheste fingion, s, iz Jizy 4+ 74, che e a0l merit di jessi

esprimnde in tiermins di fungions ben copnossndis, la fonsdon giz) di Dedekind o

B izt la funzion Theta dal retienl des lideis di® Eq

e =g T )
0l

. (2.11)
Hpfz) =14 240 '}_‘ -"-":1'..':':"'1".: dula che main) =
A g E
1
L'espression esplicite e je
o (Bniz)”
T e (2.12)

g F T 4 106884 + 2149376047 + 864200 070
ln particolar ducj i coeficients ¢, a son nwmars intirs positifs {un fat a so mont
magjic ).

2o 2. f.nf_,;r nemlizazion: © Houpfmodui oal IraE I

La construgion de 521 e pues jessi gjeneralizade.  Considerin mn sotgrop

I = SLi2 Ky clhe al conten mn sotgrop de forme

. fa b e ; .
Caiv = J'| J.l'| SLi2 7y [ e=0 {mod N 11 {2.13)
A T . C -
e tal che | | =T al unplichi ¢ = Z, ces lis translagions in T a son interiis.
Wk !
Tne finzion IF H — O e je clamade funzion moduldar _,ur.'." qiap I se e je

meromorte (ancje al infinit) ¢ se e je invariante rispiet a lis transformazions di
Mobifs dal grop T In particolar § e je periodiche e duncje e 4 ine espression
in serle di Fourler (o Laurent) come in (2.7 Ripetint analisi denant trat, o
considerin il spazi des orbitis Xp = H /T, Lis nestris condidons sul grop T a

sarantissin che Y e sel nne superficie di Riemann compate. Topologjichemen-

tri la superificie X e je classificade Ji wn unie invariant o giener . (Une so-

perficie di gjenar g e je juste une sfore cun tacadis g omantils, viot la figure).
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II gienar g i Ep al dipent dal grop T, Par esempli, se T' = TpiV],
g = 0 par 1 < N I e par ¥ = 1213, 16.18,25; g = 1 par N
11,14, 15,17, 18, 200,21, 24 27 32 36,49, e v No o sin interessats al cas di gjenar
0, aes Yoo jemne sfere. In cheste situagion e scuen esisti nue fungion modnlar par
I Jpiziche e realize I gambiament Ji coordenade = wr, (e je la coordenade
sstandard” de sfere). Ancjemd nn viag, Jp e pues jessi sielaude inte forme
Jrizy=q '+ Zrl..i]“lq". i2.14)
|

cun cheste condizon Jp(z0 e je uniche. Lis funeions mercmorfis su X0 a son de
forme PUIR(20 /00T (200, onn PQ polinomis.,

La funzion Jpiz) e je clamade Hewpimodul pal grop T, Par eseanpli, pal teé
grops Tpd 23, Tai13) e {261 o vin

Joizy =g ! 4 270g - 2048¢" 4 1120297 - 4015241 + 18402447 + -

. a . . - ) .
N L2 a3 sl a0 5,7 a8 (T a1
Jialz1 =y g+ 2 g7+ 2y 2q 2y g g+ (2.15%

Josiz) = 0 I i+ (J.l ,-J.'.' "_|'II (J.I (S ,-J.'—"l 4 ...

2.3, Relazion ewi modui dat tors

Al sel A = Jwjwe| un reticul in C cun base wiws sul intirs. A al & un
srop Abelian gjenerat di wy e we che a son linearmentrd indipendents sui reai.
Cenee plerdi gjeneralitat, o podin sieled Tufwy fwa) positif, aes. il munar complés

o

r o= wyfwe = H, Al semioplan superide, I numar complés 7 (elamit medud) al &

invariant rispiet o nne omotopie dal retien] ;;-J| , iwral J"LL| . )'..1,'-_.1_-. I retien] gjenerat

i fwp.wd] al il stes di chel gjenerat di {uy,wa] se @ nome se lis dos basis a son

leadis di une transformazion SL(2, 7

wh

FalN fa b )
()= (" ). (2.16)

5 u.,'i:u ! e S e

Un tor al & nne superficie di gjenar 1, une sfere contune mantie {la forme di
un colag). I teoreme di nniformizazion mns dis che un tor al & simpri {olomor-
fichementri) eenivalent o C/A, par un coalehi vetionl A [CF/A al & il spazi che si
oten identificant doi ponts = e 27 dal plan complés cuant che la lor diference e je

nn element dal retienl, = = 2 + gy + mowas, oo oy ma = AL T retiond A e AA
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a corispuindin a tors ecuivalents pal gambiament di coordenade =~ Az, Duneje
la classe di ecnivalenee dal tor e dipint nome dal modnl 7 & no dai doi nomars
wi,ws separatementri. Ma il tor al dipint nome dal veticul A e no de particolar
basi doprade. Par consecnence dis basis leadis di une transformazion SLi2, %)
’

come te ec(2.16) a corispuindin al stes tor. Chest al vidl di che doi modni = e 7

ledts i une transformazion di Mahins

a rapresentin il stes tor, Stant che JrH/SL{2, 2} — Clinc e je une mape wn-a-un,

o vin che doi tors Oy, wa] e OFw],wl] a son ecuivalents se ¢ nome s

v TN 2 1T
I|'|_.l|_'.b:] = gl fwdty ) I__.||_|

a5 la funzion .-':':'_I [&] _:||_- Dumie invarviant che o r'.'.r.'.-\..k;,':lr. dhe fis divdersis classis di
isomorfisim dai fors, [ altris grops modulars i 5.2.2 a rapresentin la classificazion
fdi tors plul altris struturis parsore vie; par esempli H/ToiN ) al parametrize lis
classis di isomerfisim dai tors plnd nn grop Zy di siel ponts).

Par fa contat cn la fisiche, o considerin nne teorie di cjamp basade su di oo
tor O/ AL 51 limitin o lis teoriis conformis, eos invariantis vspiet a un modament
di sejale de coordenade =+ Az La tipiche teorie di chest tip al & un cjamp sejalir

¢ di masse zero che che al vif suntun tor Enclidean. 11 model al & definit de azion

. | .
5 = r::'r_.n'_,i'r_.lrll'l'__ (2,183

T

La =6 funzion di partizion

l:”"-': expl—5] (2,19}
e jo une fngion nome dal retienl A, duneje — o tiermins di = e & di jessi un

invariant modnlar’. 51 pues wistra che

|

(2,20

ANTESL Tnitinit)
i che gir) e je la funzion di Dedelkind definide te ec(2.11). Linvarianee modular

'l] |'.'|J|."|.|.' l"':|]|".‘.".'\.|'.'|1 [=] ll'.'lllilll!.ll.' l'J.lL'

29

o 4 by e . r ]
L e ) N N

;
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clie e je la ben cognossude ecnazion heional di g} Jin particolar, o 12 e e e
buine funzion modolar di pés 12].

Tal stes miit, o podin constrot noe teorie fsiche, nvariante conforme, cu la
proprictat che se le cuantizin sul tor, Llasd fundon di partiegion e je juste apoat §{7).
La proprietat di localitat de teorie fisiche e ‘spieghe’ la proprietat di nvariance

mocdnlir de funzion §{7).

4. 1 Luscr di Lune

A priori la hndon modular §{z) — e, plui in gjeneral 1 Hawptinodui Jpiz)
no o an e ce fi on la teorie dai grops finits sporadies. A son juste dios diviersis
branchis esotichis de matematiche che a deserivin dol obiets esoteries diferents,
limagjinait la sorprese di MeKay @ Thompson cuant che a scovierzerin che chesej
dloi obiets a son dacweits nmaniere profonde, cnasi dis nsis di one stesse medaie.
Sul prin no si capive ce che nn grop finit al pones vé ce fa eu lis fingions modnlars;
lis straordenariis coincidencis jentri lis teariis o parevin come pigulis tessaris di nn
srant mosaic che la pocje s de lune oo rive a fa calima tal seir de gnot. Vod, par
merit di Borcherds e altris o cognessin il pareé di chestis ‘coineidencis’. In nltime
analisi l'esplicadon e sta inte significance fisiche di chescj ohiets: al esist nn sisteme
fisic {une teorie di stringhe) che al pues jessi viodit tant che Uobiet pled watural
invariant pal Orculat B (e ancje la vere reson pe cual 'Orvenlat al scuen esisti),
Chest particolar model di stringhe e & par fungion di partizsion juste la fingion
JiTi, o ben nn altri Hanptmodul Jye(7) (asecont des condizions di periodicitat sul

tor), Viodimn cnmd in detai chestis “stranis’ coneidencis,

a0 I':-.'W:,': modwliars di ':r:.':r' T TEE

Cemuit che o vin viodat inte §.2.2, 1 Hauptmodui a esistin nome se la corispuin-
dente cwrve modular H/T e 4 gjenar zero, Se 'Orenlat B oal & leat in cualchi
. ]fl A

maniere ai Hauptmodni, al senen cognessi enai subgrops discrets di 5L
son di glenar zero e cuad no.
Tal 1975 Andrew Ogg al stodii il

Problem. Par cudl mumars prins p il grop Uylpi+ | srop normalizador™ di

Upipi in SL{2, R al & gjenar zero.
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La rispueste e je sngjestive dal fat che I'Orenlat al ricognis lis sferis:
Rispueste. I grop Tafpi+ al & gjenar 0 se e nome se il prin p al camparis inte
I Ial ) L
decomposizion dal ordin dal Orealat (1.3)0)

3.8 T coeficienis i 'FI (]

O vin inenintradis dés peculiars secuencis di mumars intirs: la liste des dimen-

sions des |':L|u'w‘r.-ni:t_cin.uu.-: inriducibilis dal Orculat, ec.(1.4). e ché dai cosficients di

Fonrier de funzion J{z) = 7"+ 57 e g, ee(2.12). A priors chese] mimars no fin

muie ee fi Ma Melav t nl 1978 al notd che i mumnars a son imparintats:
e = 106 854 = 106 583 4 1
eoo== 21 403 TR0 = 21 206 576 + 196 553 + 1 (3.1
ra o= B0 200 070 = =42 G609 3206 + 21 200 876 + 2. 106 83 + 2.1
Spiega chestis colneidencis al & il problem che o elamin Desor di Lune, De ec(3.1)
o viodin che i coeficients de fungion J{=} a son combinagions liniars, cnn coefi-
cients intirs semplies, des dimensions des rapresentazions inriducibilis dal Orealat
- Viodint la grandece dai numars colnvolts, lis avaalitats (3.1) no puedin jessi
".'slhllsllr\ D asengnin ve nne esplicazion profonde.
Par spiega il misteri, Melay al congeturd Vesistence di une rapresentazion

graduade V7 dal Orenlat
- @ Vo=V_i+&W aVemly
nET

cn la proprictat dun(V, ) = o,

Lis avualitats (3.1) a corispuindin a la decompesigion des rapresentagions V, in

tiermins oi rapresentagions inriducibilis, aes Voo = By, Vo= Ry o0 Iy, WV
Boo By - By Va=He o Ro o Ry o Ry Boo Ra, e vie indenani. Duncie
Jizy=jlz) - 74 = dim (V) = dimV_ jg™' @.E.nl.lm;q*_ (2.3
el

[5 che il simbnl dim, (W) al sta pe dimension gradeade de rapresentazion W7, Se la
situazion e je cheste, o podin considers # camfar de rapresentazion V. Il caratar

1 V5, ealeolat so lelement g = WL al &

T,iz) = T, r.: _

L
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Js finzions 7020 o son clamadis seviis df MeR oy Thompson.
Lis f T.iz | I i1 MeKay Thom;

Fat meraculis. Par ducj i g = WL Ia finzion T,02) e je UHanptmodal Jp (2 di

. [ . el T #a] a0 T [ A - . T 1 & . . -
I Ciore ,L'_El.-']'i' Iocilar I o LEll CLae S [ P ,'.'\l'l.'lj-:lf Zorog [ 0 Al Canvon aofple ‘\l.'l'_'_'_n‘l.-lj‘i'

nosmal To(N) par un ciert N che al dipint dal ordin'! di g.

Par esempli, in M oo esistin dos diviersis classis i coningazion Ji ordin 2

clamadis 24 ¢ 210 Top(z) al & V'Hanptmodual pal grop T2, aces la fingion

Jaiz) te e 2150 Impen Toa020 al & 'Hanptmodol pal grop Tal 214,
Taalz) = q~' + 43729 + 96256 + - -. (3.5)

Chest al & il meracul. Par spiegalu al covente cjata nne costruzion natural
de rapresentazion gradoade V5 e mostra che Lo rapresentagdon e & lis proprietats
justis,

Tal 1984 Frenkel, Lepowsky & Meurman [7] ain costrnit V7 in maniere natural
come algietre di opemdirs vertics (une struture algjebriche che e corispnint a la
fisiche di une teorie contorme local, come te 5.2.330 A chest pont Borcherds al
dopra nn teoreme fisic de teorie de stringhe — il teoreme “ro-ghost” (= nissune
fantasima'") — par costrui nne algjebre di Lie infinide £, L'Orenlat al agjis sn £
in manjere natural. £ e je e algjebre di Lie dal tip ‘Kac- Moody gjeneralizat’
iseuviert di Boreherds stes), La formule di Weyl-Kae pai caratars Ji £ e impliche
nne schivie di identitats jenfri funzions wodolars, Chestis identitats, cuntun poeje
i vore, a permetin di esplica il nestri fat meracenlis e di risolvi il misterl. Chenti
nol & il cas di jentra tes tecnicalitats de dimostrazion. 11 letdr interessat al pues
ciata i detais te leteradure [=].

Infin il ‘Lustr di Lune’ al & elar tant ehe fa Fis dal soreli 11

3.4, .f')'.:”r.l,l:lr';'r'r.'r;r'r' _,f:'.\.ir'.'l.'r'

Dianr il earatar espositif di chest articul no din provis dai risnltats ni o svilupin
la teorie te s complessitat. Dt eds o vin vole di da e cerce dal pareé che il
fof mevaculos al & di jessl vér, Lo fasin dant enalehl sngjestion sn la significance
fisiche dal Lusdr di Lune.
10

Cemnt che o vin diseutit inte 5.2.3, une maniere di produsi une funzion in-

variante modular e je ché di considera la fongion di partizsion di une teorie di ejamp
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focal invariante conforme. Se cheste e je chiril, eos lis s0s ondis =1 propaghin
nome viers campe, alore la fingion Z{7) e je ancje olomorfe!,
Une teorie fisiche, costroide di Dixon, Ginsparg o Harver'™ [9]. & & juste la

propietat che &

gl = 744 In efiets i so spazi di Hilbert (il spazi dai
stats cuantisties) al & V5l relatif grat al & dat dal operadir Hamiltonian Ly
o2 = Ly — 1 (ans il grat di un vetdr in V7 al & Venergjie dal corspnindent stat

enantistic). Datr 1 principis gjenerai de fisiche cuantisitche, o vin

T:,f'.":l Ty ” rjr"' | - /.:”'Jf_r'" =

[ che 4 al rapresente in forme simboliche duej i cjamps de teorie; tal integral

funzional i cjamps, definits snl tor di modul 7. a 4o lis condizions di periodicitat

IETE + _'I SEE ':I:'I__'__'I_ D~ - o) = il Tl |__:§_,__:|
i - al sta, simbolichementri, pe azion dal element g = W sl cjamps $©).
Cenee save ni led ni serivi - ma nome doprant lis proprietats che oged teorie

fisiche e senen ve — o podin coneludi che:

i Tyiry e je une himgon olomorfe invariante pal sotgrop discret di SLi2, 1)
che al lasse invariantis lis condizdions Jdi periodicitat (375 Al pues sueadi
che un sotgrop plad graet di chest al sel une invariance di T,ir) par ‘resons
ancjemnd plii magjichis’. Dat cas, il sotgrop che al lasse invariade la condizion
di periodicitat al & di jessi un sotgrop wormal dal grop modualar total.

i) Tty = g "regalar, Chest al derive dal Bat che ogni teorie di cjanp e A

nn e un =0l stat voeit (che duneje al & invariant pe adon dal grop M adun

cul fat che ¢ = 24 aws che il vueit al i energjie — 1. Par consecnence la
funzion T,(7) e 4 nome un poli — a manenl di ecnivalence modolar — duneje
T rhH/T, — Clscejeunaun e K /T, al & gjenar zero,

iii) Tant che esempli considerin il eas che g al vehi ordin 2, Viedin enal sotgrop di
T e L . o o fwl fa by un
SLi2.7) al lasse invariade la condizgion (3.7}, Sei [ ©! ) = | II| | o II| .

Al K

Alore,

|
\ Wi LA LN |

Pz +wi) = DBz +owy +hua) = g biz)

Pz +wh) = Blz + cwy + dun) = g7 B{z) .
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dineje o = 1 mod. 2 e ¢ = 0mod. 2. Ma chest al & propit il grop T2
chest al spieghe Uesempli Tag mintrl Tay al corispuint al grop normalizador

di Trl2) in armonie cn la csservazion £f

fa

parsore vie,

Footnotes/Notis

{5

Une rapresentazion Ve je inridueibile se no pues jessi serite tant che sume
direte di dos rapresentazions ¥V = V) 0 Voo Dutis lis rapresentagions Voa
puedin jessi seritis, tune maniere essengalmentri uniche, come sume divete di
rapresentazions inrdueibilis Vo= o R
Un sotgrop H o G oal & nermal <0 gNg=! © N par ducj i g = 6.
Lis retis a son identificadis cu lis geodesichis de metriche (2,15,

In efiets SLi2 20 al & il grop gjenerat di T e 5 cu lis relagions 5% = (8T)7

L. (Note che lalement —1 al agiis so 2 tant che Midentitat ),
In g]

in H {euntun ‘hon’ compuartament al infinit) eu la proprietat [G]

meral si clame funzion modular i pes 26 O intir) noe funzon meromorfe

p P

R o fa b a
fizy=fez4+di7™=" 1| \I par dutis lis | . lll SLi2. 7.
: en o ) Vel

La definizion @ domande ancje che il compnartament de Buwion al infinit nol
sedi masse nregolar. {La singolaritat e a di jessi un poli). Vit plai indenant.
La bare parsore M e sta a significa che il plan superior H oal & stat sierat
zoutant il pont al infinit é-c e dotis lis sos inmagjings sot SL(2, 20 aes O
i H = Hueec g, Domanda che la finzion £ e sedi mercnorfe ancje tai ponts
zontats (clamats cespidis) al & ecuivalent a la condizion a Uinfinit mengionade
te note 6,

Il grop di Lie Ey al woe inte teorie dai grops (e des algjebris) di Lie mn rodul
pareli a chel dal Oreulat inte teorie dai grops finits. Lo classificazion dai
srops/algjebris di Lie semplics o conten 4 faneds infinidis SU{n), SO020 + 1),
Spin), SO{2r) e 6 grops/algjebris ‘ecerionai’ o, Fy, Ey, E:, Fa. Eg al &

il grop ecezicnal plui groes (sei in tierming di dimension, 240, che di rane,
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£:

FL0:

F1a:

compatifichin sul tor 1*

8). 1l so retieul des lideis al & Tunie reticul in dimension 8 che al sei: 1)

definit positif; @) par; @) antodnal. [Un element dal retienl al 4 la forme

ro= et th=1.0008) eunayg = Zin tiermins de matric Ay = F -6 is

iy

trie condizions sul reticnl a deventin: i) A definide positive;
par; i} det 4 = 1],

Ma no mmssam olomorfie, In efiets la fisiche uns garantis nome che
I'nvariant al pues sei serit tant che snme di contribits de forme (fungion
olomorfe )« ifunzion anti-olomorfe) [a part pal contribat dal mits-zero come

(Tmr)t/2],

Pe definizion viot

Liordin di un element g di un grop al &1l plod pigul intir & tal che g% = 1.

Il teoreme si elame cussi parce che al garantis che te stringhe no son presintis
particelis cun proprietits Sassurdis” (elamadis fantasimis) ancje se chestis a
son presintis intal formalisim matematic che al deserif la teorie,

Al & rar che une teorie chiral e sei dabon loeal par vie des anomaliis ehirals,
Ma nol & mn problem pal cas in consideragion.

La teorie e je definide in cheste maniere, Considerin 24 cjamps scjilars e ju

‘A LA ehe Ay al & 1l retienl di Leeche, 'mie retieul

definit positif, par e antodual o dimension 24 che nol 4 nissun vetdr di nngjece

cuadrade 2 {vidt lis definizions te note 83, La teorie cirade e jo Porbifold otignnit

dividint pal grop o« Zo (mudament dal segn separat pes dos chiralitits).
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